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Motivación
El teorema de la función inversa es un poco técnico para dar aplicaciones, la mayoría de estas aplicaciones son
parte de un área de la matemática llamada “Geometría Diferencial”. La aplicación típica que se da de este teorema
nos dice que dado un sistema de n ecuaciones y n variables, este tendrá una solución única en una vecindad de un
punto si la derivada es invertible. Ahora veremos que significa todo esto.

Teorema y Consecuencias
Teorema 0.1 (Función Inversa). Sea f : Rn → Rn una función de clase C 1. Además suponga que en un punto
x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn se tiene que Df(x) es invertible (es decir el determinante de Df(x) es no nulo), entonces
existe una vecindad U ⊂ Rn de x y una vecindad V ⊂ Rn de f(x) de tal forma que f : U → V es biyectiva (Es
decir tiene inversa). Además se tiene que Df−1(f(x)) = (Df(x))

−1.

Observación 0.2. A veces la ultima condición se escribe de la siguiente manera, si y = f(x), entonces Df−1(y) =

(Df(x))
−1

Si uno no esta acostumbrado a leer los teoremas esto puede parecer mucho, pero en verdad no es muy complicado
de usar, solamente hay que descifrar lo que dice. Ahora veremos la consecuencia principal de este teorema y como
se aplica normalmente en los certámenes.

Corolario 0.3. Suponga que tiene el siguiente sistema de ecuaciones con n variables y n ecuaciones, donde
f : Rn → Rn de clase C 1

f(x) = y

Donde x, y ∈ Rn. Si a ∈ Rn es un punto tal que f(a) = y y además det(Df(a)) ̸= 0, entonces esta solución es
única en una vecindad de a.

Intuición
La idea es simple, tenemos que recordar que la derivada esta muy conectada con aproximar una función de manera
local, por lo tanto lo que nos dice el teorema de la función inversa es que funciones que podemos aproximar
localmente por funciones lineales invertibles, son localmente invertibles.

Ejemplos y Problemas
Problema 1. Considere la siguiente función

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (x2 + x2y + 10y, x+ y3)

Muestre que tiene inversa cercana al punto (1, 1) y calcula la derivada de esta en el punto (12, 2).

Solución 1. Este es un ejercicio típico del teorema de la función inversa que no tiene muchos problemas, es una
aplicación directa.
Notemos primero que f es una función de clase C∞, por lo tanto se puede aplicar el teorema de la función inversa.
Calculemos la derivada de f en el punto (1, 1).

Df(1, 1)2×2 =

[
∂xf1(1, 1) ∂yf1(1, 1)
∂xf2(1, 1) ∂yf2(1, 1)

]
=

[
2x+ 2xy x2 + 10

1 3y2

]
(x,y)=(1,1)

=

[
4 11
1 3

]
Ahora nos damos cuenta que lo único que nos pide el teorema de la función inversa es que el determinante de la
derivada sea distinto de 0 en el punto de interés, verifiquemos eso

det

[
4 11
1 3

]
= 4 · 3− 11 = 1



Por el teorema de la función inversa, existen vecindades de (1, 1) y de f(1, 1) tal que la función sea invertible.
Además notemos que f(1, 1) = (12, 2), por lo tanto sabemos que podemos calcular la derivada de Df−1(12, 2)
como

Df−1(12, 2) = (Df(1, 1))
−1

=

[
4 11
1 3

]−1

=

[
3 −11
−1 4

]
=

[
∂xf

−1
1 (12, 2) ∂yf

−1
1 (12, 2)

∂xf
−1
2 (12, 2) ∂yf

−1
2 (12, 2)

]
Problema 2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

x3 + xy − y2 = 1

y3 − 3xy + x2 = −1

Muestre que el sistema tiene solución única cerca del punto (1, 1).

Solución 2. Este también es un problema típico que es aplicación directa del TFI, hagámoslo. Lo primero que
haremos sera definir una función que tenga la información del sistema, esta viene dada por

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (x3 + xy − y2, y3 − 3xy + x2)

Notemos además que f(1, 1) = (1,−1), por lo tanto, lo que queremos es que esta f sea invertible en una vecindad
del (1, 1), para esto aplicamos el TFI. Calculemos la derivada

Df(1, 1)2×2 =

[
∂xf1(1, 1) ∂yf1(1, 1)
∂xf2(1, 1) ∂yf2(1, 1)

]
=

[
3x2 + y x− 2y
−3y + 2x 3y2 − 3x

]
(x,y)=(1,1)

=

[
4 −1
−1 0

]
Ahora tenemos que verificar que el determinante es distinto de 0. Notemos que detDf(1, 1) = −1. Por el teorema
de la función inversa, tenemos que es invertible en una vecindad del (1, 1) y es justo lo que nos pedían.


