TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

AYUDANTE: JORGE BRAVO

Enunciado del Teorema
Teorema 0.1 (Funcion Implicita). Sea
f:R" x R™ — R™
(z,y) = flz,y)
una funcion de clase €1. Sea (a,b) € R™ x R™ un punto tal que se cumpla que
f(a,b) =0

y que también se cumpla que Dy f(a,b) sea invertible (equivalente a que su determinante sea distinto de 0). Entonces
existen vecindades % C R™ del punto a y ¥ C R™ del punto b tal que se tiene lo siguiente

1. Eziste la siguiente funcion de clase €'

p: U CR" ¥ CR™
x> y(x)

tal que se tiene que f(x,p(x)) =0,Yo € %

2. Se tiene la siguiente igualdad para la derivada de ¢ en el punto a

De¢(a) = —(Dyf(a,b))" ' Df(a,b)

Problemas Resueltos

Problema 1. Muestre que el sistema
2 +uy’+v=0
Yy +a®=0

define a u y v como funciones de z e y en vecindades de los puntos (x,y) = (0,1) y (u,v) = (1,—1). Sea w = (1, 1),
determine la derivada direccional de v = v(z,y) en el punto (0, 1) en la direccion de w.

Soluciéon 1. Lo primero que queremos ver es que u y v se definen como funciones implicitas cerca del punto
(z,y,u,v) = (0,1,1,—1). Notemos que tenemos 2 ecuaciones, 2 variables “conocidas” (independientes) y 2 variables
“desconocidas” (dependientes), por lo tanto nos armamos la siguiente funcién

f:R?xR? - R?
((z,y), (u, ) = (@° +uy® + 0,5 + yv + 2°)

Darse cuenta que f es de clase 4 ~! por algebra de funciones ¢’'. Notemos ademas que f((0,1),(1,—1)) = (0,0)
y veamos cuales derivadas tenemos que calcular para aplicar el teorema de la funcion implicita.

awfl 81/f1 8uf1 8vf1:|
Ozf2 Oyf2 | Ouf2 Ouf2 (), (u,0))=((0,1),(1~1))

Como despues nos piden obtener la derivada direccional de v(x,y) necesitaremos todas las derivadas asi que

calculemos todas de al tiro.
0 2|1 1 }
= (1)
}((m,y),<u,v))_((o,1>,<1_1)) [ 0 270 1

Recordemos que siempre, si dejamos las variables que no conocemos a la derecha, la matriz de la derecha sera

DF((0,1), (1,—1))axa = [

y? 1
0 y

[ 322 2uy
Df((oul)v(la_l))ZXZL - |: 2% 3y2+’U

D(u,v)f((O, 1), (1,—1)), cuando le calculamos el determinante a esa matriz, es decir a [(1) ﬂ , nos da 1 y por tanto

es invertible.



Por lo tanto, por el teorema de la funcién implicita, existen vecindades 2 C R? de (0,1)y ¥ Cc R?® de (1,—1) y
la siguiente funcion

©: % CR? = ¥ CR?

(@,y) = (u(z,y),v(z,y))
La cual cumple que

f((@,9), (p(2,9)) = 0,9(z,y) € %

Es decir que ¢ define de manera implicita a 4 y v en funcién de x e y.
Tambien sabemos que la derivada de ¢ en el punto (0,1) viene dada por

= D@(Ov 1) = 7(D(u,v)f((0a 1)7 (1a 71)))71D(x,y)f((0a 1)7 (17 71)) (2)

Ozt Oyu
0zv  Oyv

} (z,9)=(0,1)

Ahora queremos calcular la derivada direccional de v(x,y) en el punto (0,1) en la direccion de w. Para esto
recordemos que la derivada direccional de una funcién diferenciables viene dada por

01y = To0.1) - -2 — (50 s L o .
5 0 1) = Vu(0,1) Tal] ~ [0,0(0,1)  9,v(0,1)] Nitestil ﬂ(am (0,1) + 9yv(0,1)) (3)

Por lo tanto solo nos falta conocer d,v(0,1) y 9,v(0, 1), pero estos los podemos obtener desde la derivada de ¢
desde la ecuacion (2). Pero esas matrices ya las calculamos antes en la ecuacion (1), por lo que solo tenemos que
multiplicar y ver que nos da

De(0.1) = ~(D0un (0.1, (0. -0) Dy s, 0. -0 == [§ ] [0 3] = [0 3]
Por lo tanto recordamos de (2) que

{&Cu Oyu

0 4
Oxv Oyv =Dp(0,1) = [O 2}

:| (z,y)=(0,1)
Por lo tanto 0,v(0,1) =0y d,v(0,1) =2

Reemplazando en (3) entonces obtenemos que

dv 1 2
a—w(O,l) = E(O—#Q) = 7 =

Problema 2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones

e
Sl
I
>

zu? + 20202 +wvz =1
ve? — P +ur? =0
Muestre que el sistema define funciones implicitas v = u(z,y,z) y v = (z,y,2), en una vecindad del punto

(0,—1,1,1,—1). Justifique

Solucién 2. Sabemos que cuando queremos ver que un sistema define de manera implicita a ciertas variables en
funciones de otras, lo mejor que podemos hacer es usar el teorema de la funcién implicita. Notemos que “conocemos”
3 variables (z,y, z) y “desconocemos” a 2, (u,v). Por lo tanto definimos la siguiente funciéon

f:R3xR? - R?
(z,9,2), (u,v)) = (zu® + 2y%0* + wwz — 1,v2% — y* + wv?)
Notemos que esta funcién es de clase 4! pues es un polinomio en 5 variables (otra opcién es argumentar por

algebra de funciones ¢!).
Luego evaluamos en el punto para ver que se satisface que f((0,—1,1),(1,—1)) = (0,0)

f((O,*l,l),(].,*l)) - (0+2 -1-1,-1+ 1) - (070)

Por lo tanto nos falta verificar que la derivada con respecto a las variables que no conocemos tiene determinante
distinto de 0, recordemos quien es esta derivada en el punto ((0,—-1,1),(1,—1))

a$fl 8yfl 8zfl 8ufl 8vfl

DF((0,—1,1), (1, —1)oxs =
f(( ) ( )2><5 8£f2 6yf2 azfg aqu 6Uf2 :|((£1y7z)7(u,v))_((07_171)7(1_1))




Recordemos que la derivada que nos interesa es la matriz que queda a la derecha (siempre que seamos ordenados
y definamos a f de la manera correcta), la cual llamamos Dy, ,)f, dado que no necesitaremos las derivadas de
u(x,y, z) ni v(z,y, z) no es necesario calcular las derivadas de la izquierda, por lo que solo calcularemos la que nos
interesa.

_aufl avfl

Diuo f((0,—1,1),(1—1)) =
e f( b ) [Out2 avf?}((x,y,z>,<u,v)):((o,—1,1>,(1—1>>

[22u + vz  4y?v+ uz
s z2 4+ 2uv

(-1 -3
1 -2

Luego queremos saber si esta matriz es invertible, para poder aplicar el teorema de la funcién implicita, por lo que
calcularemos su determinante para ver que es distinto de 0.

} ((w,y,2),(u,v))=((0,-1,1),(1-1))

-1 =3

det[1 _9

}:2—%3:5

Por lo tanto es invertible. Por el teorema de la Funcién Implicita existen vecindades 2 C R3 de (0, —1,1) y ¥ C R?2
de (1,—1) de tal forma que existe la funcion

0% CR3 = ¥ CR?
(z,y,2) = (u(x,y,2),v(z,y,2))

que cumple que f((z,y, 2), p(z,y,2)) = 0,Y(x,y, z) € %, en otras palabras, f define a 4 y v de manera implicita
en funciéon de x,y, z.



